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Аннотация. В статье рассматривается алгебро-дифференциальное уравнение второго по-
рядка. Уравнениями и системами дифференциальных уравнений второго порядка описы-
вается работа схемы электронного триода с обратной связью, вращение жесткого тела
с полостью, считывание информации с диска и т. д. Перед старшей производной нахо-
дится необратимый оператор. Этот оператор фредгольмов с нулевым индексом, обла-
дающий ядром произвольной размерности и цепочками Жордана произвольной длины.
Уравнения с необратимыми операторами при старшей производной называются алгебро-
дифференциальными. В связи с этим решение задачи существует при определенных усло-
виях на компоненты искомой функции. Для разрешения уравнения относительно произ-
водной применяется метод каскадной декомпозиции уравнения, заключающегося в поша-
говом расщеплении уравнения на уравнения в подпространствах уменьшающихся размер-
ностей. Рассмотрены случаи одношагового и двухшагового расщепления. При расщепле-
нии используется результат о решении линейного уравнения с фредгольмовым оператором.
В каждом случае получен результат, сформулированный в виде теоремы. Для иллюстра-
ции полученного результата в случае одношагового расщепления приводится иллюстри-
рующий пример задачи Коши.
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Abstract. We consider a second-order algebro-differential equation. Equations and systems of
second-order differential equations describe the operation of an electronic triode circuit with
feedback, rotation of a rigid body with a cavity, reading information from a disk, etc. The
highest derivative is preceded by an irreversible operator. This is a Fredholm operator with
index zero, kernel of arbitrary dimension, and Jordan chains of arbitrary lengths. Equations
with irreversible operators at the highest derivative are called algebro-differential. In this case,
the solution to the problem exists under certain conditions on the components of the desired
function. To solve the equation with respect to the derivative, the method of cascade splitting
of the equation is used, which consists in the stepwise splitting of the equation into equations
in subspaces of decreasing dimensions. Cases of one-step and two-step splitting are considered.
The splitting uses the result on the solution of a linear equation with Fredholm operator. In
each case, the corresponding result is formulated as a theorem. To illustrate the result obtained
in the case of one-step splitting, an illustrative example of the Cauchy problem is given.
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Введение

Уравнениями и системами дифференциальных уравнений второго порядка описывает-
ся работа схемы электронного триода с обратной связью (уравнение Рэлея) [1], вращение
жесткого тела с полостью (уравнение Ламе) [2], считывание информации с диска [3] и т. д.

Уравнения с вырожденным оператором при старшей производной называют алгебро-
дифференциальными. Задача Коши решалась в работе [4], где этот оператор — нор-
мально разрешимый фредгольмов с n -мерным ядром, имеющий относительно некоторой
оператор-функции полный биканонический жорданов набор; в работе [5] операторные ко-
эффициенты являются n×n -матрицами, для краевой задачи применялся метод сеток. Ис-
пользуемый здесь метод каскадной декомпозиции применялся в работе [6] при исследова-
нии возмущений, вызываемых наличием малого параметра у алгебро-дифференциального
уравнения первого порядка.

В настоящей работе рассматривается уравнение

A
d2u

dt2
= Bu(t) + F (t), (0.1)

где A,B : E1 → E2 — замкнутые линейные операторы, E1, E2 — банаховы пространства,
domA = E1, domB = E1 ; A — фредгольмов оператор с нулевым индексом; F (t) —
заданная функция со значениями в E2.

Здесь оператор A имеет более сложную структуру — каждый элемент ядра имеет
присоединенные элементы различной длины.

Фредгольмов оператор A вполне определяется следующими свойствами.
С в о й с т в о A (см. [7]).

E1 = CoimA⊕KerA, E2 = ImA⊕ CokerA,

где CoimA — прямое дополнение к KerA в E1 , CokerA — дефектное подпространство,
dimKerA = dimCokerA <∞ . Сужение Ã имеет ограниченный обратный Ã−1 .

Обозначим через Q(A) проектор на CokerA , P (A) — проектор на KerA и через I —
единичный оператор в соответствующем подпространстве. Введем полуобратный оператор
A− = Ã−1(I −Q(A)) .

С в о й с т в о B (см. [8]). Равенство Av = w , v ∈ E1 ∩ domA , w ∈ E2 , равносильно
системе

v = A−w + Pv для всех Pv ∈ KerA,
Qw = 0.

В дальнейшем используются следующие обозначения:

A0 = A, Qi = Q(Ai), Pi = P (Ai), i = 0, 1, 2,

Ai = Si−1Pi−1, A−i = Ã−1i (I −Qi), i = 1, 2,

T0 = A−0 B, S0 = Q0B, K0 = Q0, L0 = A−0 , R0 = S0T0, G0 = S0L0 +
d2

dt2
K0,

T1 = T0 − A−1 R0, S1 = Q1A
−
1 R0, L1 = L0 − A−1 G0, K1 = Q1A

−
1 G0.

(0.2)

Цель работы: разрешить уравнение (0.1) относительно производной, для чего применя-
ется метод каскадного расщепления уравнения на уравнения в подпространствах умень-
шающихся размерностей. Рассматривается случай обратимости оператора A1 (один шаг
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расщепления) и случай обратимости оператора A2 (два шага расщепления, A1 в этом
случае полагается необратимым).

Приводится иллюстрирующий пример задачи Коши.

1. Случай обратимости оператора A1

В силу свойства B из работы [8] уравнение (0.1) равносильно системе

d2u

dt2
= T0u+ L0F (t) + P0

d2u

dt2
, (1.1)

S0u(t) +K0F (t) = 0 (1.2)

с искомым элементом P0
d2u

dt2
∈ KerA0.

Пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 1.1. Функция K0F (t) дважды дифференцируема.

Дифференцирование дважды равенства (1.2) и подстановка в него выражения (1.1)
приводит к уравнению

A1(P0
d2u

dt2
) = −R0u(t)−G0F (t). (1.3)

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 1.2. Оператор A1 : KerA0 → CokerA0 обратим.

Тогда обращение уравнения (1.3) и подстановка в (1.1) влекут уравнение

d2u

dt2
= T1u+ L1F (t). (1.4)

Тем самым, получено следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия 1.1, 1.2. Тогда уравнение (0.1) равносильно
системе (1.4), (1.2) в обозначениях (0.2).

2. Случай обратимости оператора A2

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 2.3. Оператор A1 фредгольмов с нулевым индексом.

З а м е ч а н и е 2.1. Теперь имеют место следующие разложения в прямые суммы:

KerA0 = KerA1 ⊕ CoimA1, CokerA0 = ImA1 ⊕ CokerA1.

Сделаем второй шаг расщепления уравнения (0.1). Применением свойства B уравнение
(1.3) сводится к равносильной системе

P0
d2u

dt2
= −A−1 R0u(t)− A−1 G0F (t) + P1P0

d2u

dt2
, (2.1)

S1u(t) +K1F (t) = 0 (2.2)

с искомым элементом P1P0
d2u

dt2
∈ KerA1.

Наложим следующее условие.
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У с л о в и е 2.4. Функция K1F (t) дважды дифференцируема.

Аналогично, продифференцировав равенство (2.2) и подставив в него последовательно
выражения (1.1), (2.1), получим уравнение

A2(P1P0
d2u

dt2
) = −S1(T0 − A−1 R0)u(t)− S1(L0F (t)− A−1 G0F (t))−

d2

dt2
K1F (t). (2.3)

Теперь пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 2.5. Оператор A2 : KerA1 → CokerA1 обратим.

Выразив элемент P1P0
d2u

dt2
из (2.3), подставив его в (2.1), а затем — в (1.1), приходим

к уравнению
d2u

dt2
= T2u+ L2F (t). (2.4)

Тем самым, получено следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 2.3, 2.4, 2.5. Тогда уравнение (0.1) равно-
сильно системе (2.4), (1.2), (2.2) в обозначениях (0.2).

3. Вспомогательное утверждение

Рассмотрим уравнение
d2u

dt2
= Du(t), (3.1)

где D – замкнутый линейный оператор, действующий в банаховом пространстве E ;
domD = E.

Под решением уравнения подразумевается дважды дифференцируемая функция, удо-
влетворяющая (3.1).

Имеет место следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть число λ ∈ C и вектор h таковы, что

(D − λ2I)h = 0 ⇒ h 6= 0.

Тогда функция
u(t) = exp(λt)h (3.2)

является частным решением уравнения (3.1).

Это утверждение доказывается подстановкой функции (3.2) в уравнение (3.1).

4. Пример

Рассмотрим задачу Коши на T = [0; tk] :

d2u1
dt2

+
d2u2
dt2

+
d2u3
dt2

= u1(t) + 2u2(t) + 3u3(t),

2
d2u1
dt2

+ 2
d2u2
dt2

+ 2
d2u3
dt2

= u1(t) + 3u2(t) + 2u3(t),

3
d2u1
dt2

+ 3
d2u2
dt2

+ 3
d2u3
dt2

= 2u1(t) + 3u2(t) + u3(t),

(4.1)
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u1(0) = a1, u2(0) = a2, u3(0) = a3, (4.2)

u′1(0) = b1, u′2(0) = b2, u′3(0) = b3, (4.3)

где a1, a2, a3, b1, b2, b3 — заданные скаляры из R.
Здесь A,B : R3 → R3 :

A =

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 , B =

1 2 3

1 3 2

2 3 1

 ,

u(t)=

u1(t)u2(t)

u3(t)

∈R3 — искомая функция, u0 :=u(0)=

a1a2
a3

∈R3, u1 :=u′(0)=

b1b2
b3

∈R3 —

начальные векторы, F (t) ≡ 0.

Для оператора A имеем:

KerA =


 α1

α2

−α1 − α2

 , CoimA =


0

0

β

 ,

ImA =


 γ

2γ

3γ

 , CokerA =


 0

δ1
δ2

 ,

P =

 1 0 0

0 1 0

−1 −1 0

 , Q =

 0 0 0

−2 1 0

−3 0 1

 , A− =

0 0 0

0 0 0

1 0 0

 .

Нетрудно видеть, что KerA ∩ CoimA = {0}, ImA ∩ CokerA = {0}, отображение
CoimA в ImA взаимно однозначно, P, Q идемпотентны.

Из уравнения A(Pv) = Qw, где Pv ∈ KerA, Qw ∈ CokerA, следует, что оператор
A1 = QBP обратим в KerA и

A−11 =

0 −5/6 1/2

0 7/6 −1/2
0 −1/3 0

 .

Рассмотрим теперь задачу Коши (4.1), (4.2), (4.3). В силу непрерывной зависимости
от начальных условий требуется наложить условия согласования, вытекающие из (1.2) и
продифференцированного выражения:

S0u
0 + S0F (0) = 0, S0u

1 + S0F
′(0) = 0,

то есть
a1 + a2 + 4a3 = 0, a1 + 3a2 + 8a3 = 0,

b1 + b2 + 4b3 = 0, b1 + 3b2 + 8b3 = 0.
(4.4)

Вычисления с применением теоремы 1.1, предложения 3.1 и (4.4) приводят к искомому
решению

u(t) = (a3 ch t+ b3 sh t)

−2−2
1

 .
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